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V-3. 
1. INTRODUZIONE 


Sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo fortemente con 
tinuo in uno spazio di Banach X. 


Consideriamo il seguente problema di Cauchy 


u'(t) = Au(t) + f(t) Ostst 


dove f è una funzione da [O,T] a X con regolarità che verrà precisata in se- 
guito. 
Per il problema (1) sono state date numerose definizioni di soluzio 


nes qualunque sia la definizione data si ha comunque (se fe LE(10,T1,x)) 
t 

(2) ult) -[ T(t-s) f(s)ds 
() 


dove T è il semigruppo generato da A. 

La (2) garantisce la unicità della soluzione, ma indica anche che, 
in generale, non ci si può attendere che la u cosî definita sia una "vera" 
soluzione. Scegliendo per esempio f(t) = T(t) x,f è continua, ma si ottiene 
u(t) = t T(t)x e in generale non si ha neppure la appartenenza di u(t) a 
(A) o la derivabilità della u. 

E' chiaro quindi che se si vuole avere l'esistenza di soluzioni 
"buone" per (1) è necessario fare ipotesi sulla f e/o sul semigruppo o an- 
che, come vedremo in seguito, sullo spazio X. 


Le soluzioni considerate nel seguito saranno le seguenti: 


a) Soluzioni nel senso continuo: 
u eCl([0,T1,X) NC(LO,T], 2(A)) tale che u(0) = 0 e 
vte[O,T] u'(t) = Au(t) + f(t) 


b) Soluzioni nel senso LP (1<p<+to}: 
ven P([0,T],X)MLP({0,T1, 2(A)) tale che u(0) = 0 e 
u'(t) = A ult) + f(t) q.d. su [0,T] 


(qui e nel seguito 2(A) sarà dotato della norma del grafico). 


La (2) garantisce inoltre che dalla esistenza di soluzione del pro 
blema di Cauchy per ogni f in un certo spazio funzionale segue immediatamen- 
te la dipendenza continua di Au e u' da f. 

Infatti la (2) definisce un operatore continuo da Lt (10,71,x) a 
C([O,T],X), mentre gli operatori di derivazione e di moltiplicazione per A 
sono operatori chiusi in C([O,T],X). Perciò se il problema di Cauchy (1) ha 
soluzione nel senso continuo Wf in uno spazio di Banach 4 immerso con con 
tinuità in LE((0,71,%) allora gli operatori f + u' e f + Au sono operatori 
chiusi da Fa C([0,T],X) (perché composizione di un operatore continuo con 
uno chiuso) e sono definiti su tutto F, perciò sono continui. 


Analogo fatto vale per le soluzioni nel senso LP. 


2. SOLUZIONI NEL SENSO CONTINUO 


Ipotesi classiche che, dato un arbitrario A generatore di un semi- 
gruppo rn la esistenza di soluzioni in senso continuo, sono la 
appartenenza di f a C([0,T],X) oppure a C([0,T], 2(A)) (vedi [P]). 

Tali ipotesi possono essere indebolite chiedendo che fe wl>1(£0,71,X) 
oppure f e LE ([0,T1, 2(A)) 0 C([0,T1,) (vedi p. es. [DPS] Th. 8.1 e 8.3). 

Nel caso in cui A generi un semigruppo analitico l'esistenza di 
soluzioni è garantita da ipotesi più deboli sulla f. 

Oltre al risultato classico secondo cui esiste la soluzione se f è 
hòlderiana, è stato provato che il problema (1) ha soluzione anche se f è 


continua secondo Dini, cioè se esiste ge C([0,T], [0,+.©[) tale che 
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wt,sel0,T] |f(t)-f(s)| s o(|t-s]) e. fem too 
(o) 
(vedi [CP] Th. 3.2). 

Oltre che da una regolarità della f rispetto alla variabile t la 
esistenza di soluzioni di (1) è assicurata anche dalla regolarità dei valo- 
ri di f. Si ha infatti ([SI] Th. 5.1): 
se feC([0,T], X)mB([0,T], (X2(A)) e) allora il problema (1) ha soluzio 
ne nel senso continuo. 

(Indichiamo con (x Z(A)) a gli spazi di interpolazione reale 
tra X e 2(A) e con B([0,T],Y) lo spazio delle funzioni limitate a valori in 
Yi: 

Il problema (1) ha inoltre soluzione continua per ogni fe C([0,T],X) 
se A è limitato. 

Esistono però anche operatori non limitati per cui il problema (1) 
ha soluzione per ogni f continua. 


Esempio: 


Sia X=c_, 2(A) = {(x Ie fo) (n NR IORE A:2 (A) + c tale che 


o n 
(Ax), n x -A genera il semigruppo T(t) con (T(t)x),, = et 


" 


n° 


Il problema (1) ha in questo caso la soluzione u tale che 
-tn 4 sn 
ult) = e Il e f_(S)ds 


e questa è in cl(10,T1X)AC((0,T1, D(A)). 


Gli operatori per cuî il problema (1) ha soluzione nel senso con- 
tinuo qualunque sia il dato continuo sono stati caratterizzati tramite il 
semigruppo che essi generano da Travis (vedi [T]). Egli prova che (1) ha so 
luzione per ogni f continua se e solo se il semigruppo T(t) generato da A 


è a "semivariazione limitata", cioè al variare di {tt «atn) tra le de- 


1°: 
composizioni di [O,T] si mantiene limitato 
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n 
sup(l 2, [T(t:)-T(t;_))14;l : x; EX ; lx;l s1} 

j=0 
In particolare se il semigruppo è a variazione limitata esso è anche a semi- 
variazione limitata. 

Si può inoltre provare ([T] Lemma 3.2) che il fatto che T sia a 
semivarazione limitata dipende dal comportamento di T in un intorno di 0. 

Non sono state finora trovate caratterizzazioni migliori dei semi- 
gruppi a semivariazione limitata, è stato però provato che se X non contie- 
ne lo spazio Co’ quindi per esempio se X è riflessivo, non esistono opera- 
tori A illimitati tali che il problema (1) ha soluzione nel senso continuo 
per ogni f continua (vedi [B]). 

Inoltre se esiste soluzione continua per ogni f continua, sceglien 
do f = T(-)x , x€X, tenuto conto che si ha dipendenza continua dal dato, 


risulta: 


Sup ItA T(t)x| = 
tel[0,T] 


t 
= sup nf T(t-s) T(s)x ds| 
te [0,7] 0 


sC sup IT(t)x| < C, |x| 
telo,T] 


e quindi |tAT(t)] è limitata se t+0 perciò il semigruppo T è analitico. 


3. SOLUZIONI NEL SENSO L' 


Per avere l'esistenza di soluzioni nel senso LP le ipotesi su f pos 
sono ovviamente essere indebolite. 
Per esempio se A genera un semigruppo analitico e se few°*P([0,T],X) 


oppure fel? ([O,T], (X, Q(A)) p' (0<o<1) allora esiste la soluzione 


(55) 


nel senso LP. (Vedi [G] Th. 6.1 e 6.5). 

Per quel che riguarda la esistenza di soluzioni LP qualsiasi sia 
felP de Simon in [DS] ha dimostrato che se A genera un semigruppo analiti- 
co e se X è uno spazio di Hilbert e 1<p<+e allora data comunque f€ LP(LO,T1,X) 
esiste una soluzione nel senso LP di (1). 

La dimostrazione procede come segue: anzitutto il teorema è prova- 
to per p = 2 servendosi della trasformata di Fourier; inoltre servendosi di 
un teorema di moltiplicatori di Schwartz ([SC]) si prova che l'operatore 
f + Au è limitato da ui a Li 


deb’ 
wicz garantisce allora il risultato per 1<p<2 e con argomenti di dualità si 


il teorema di interpolazione di Marcinkie- 


passa al caso 2<p<+o, 
In connessione con questo risultato vedi anche [SO], [DG], [VW]. 
Passando agli spazi di Banach le cattive proprietà della trasformata di Fou- 
rier non consentono di generalizzare la dimostrazione di de Simon. 
Recentemente Cannarsa e Vespri (vedi [CV] e [VES]) hanno provato 
che se A genera un semigruppo analitico in uno spazio di Banach e se esiste 
pe]l,+te[ per cui si ha esistenza di soluzione LP per ogni f € LP allora 1a 


stessa cosa è vera qualsiasi sia pe]l,+»[. Essi provano che se u è soluzio- 


ne di (1) allora l'operatore f + Au è continuo da LI a i e da L° a BMO. 
Opportuni teoremi di interpolazione consentono allora di ottenere la conti- 


nuità in ogni LP se essa sussiste per un pe]l,to[. 


4. CHIUSURA DELLA SOMMA DI OPERATORI 


Sia # uno spazio di Banach immerso con continuità in LE (0,71%). 
Definiamo in Fi seguenti operatori 
AH: D (d) + F 
D(2) = {ue F: u(t)e2(A) q.d. su [0,T] , Au EF} 
(Yu) (t) = -Alu(t)) 
B:D(B) + F 
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de sono operatori chiusi in 7 se F = LE 10,71%), quindi anche 
se # è immerso con continuità in È. 


I] problema (1) si scrive allora 
(3) Au+ Bu = f 


La (2) definisce un operatore lineare continuo 4 în LE (10,71,x) e per F op 
portuno (p. es. C o LP) anche in 7, tale operatore è un inverso sinistro di 
L+R, 

Questo ci garantisce che «/ +% è chiudibile. Infatti se Un? 0, 
u €240 9(R) e (1+R) > f allora 0, S(A+B)U, +S f e quindi 
Sf = 0, perciò se te [0,T] 


u 
n 


T È T 5 
0 <{ J Tisifitsì & dt «= J T(s) [ val di a 
-f Ties) Î ft-ris) di ds -f Tlr-s) Ja f(t) dt ds 
[o] = (0) (0) 


S 
Ma s »f f(t)dt è in usi e quindi 4 f f(t)dt) è soluzione in senso con- 
lo) 0 


tinuo di (1), ma, visto che tale soluzione è identicamente nulla sarà 
(ROL: = 0 e quindi f = 0 q.d.; perciò. +9 è chiudibile. La dimostra- 
Do) 


zione appena fatta prova inoltre che 4 è iniettiva, dunque 7 +@= 9. 

Se L+R=S7® allora Yf ew Sf è soluzione di (3), cioè è soluzione di (1) 
a SI 

nel senso di F. Condizione necessaria per la uguaglianza / +8=9 è il 


fatto che. +4 sia chiuso. Tale condizione è anche sufficiente se si sa che 


V=9. 


6(L+) è denso in F, cioè che la (3) ha soluzione per f in un sottospazio 
denso di #; come visto in precedenza questo è verificato se p. es. 
F= LP(L0,T1,xX) lsp<. Ha quindi un certo interesse lo studio di condizioni 
che assicurino che l'operatore .d/ +2è chiuso. 

E' evidente che non si potranno fare ipotesi del tipo 9 (4) c (9) 
perché in tal caso il risultato ottenuto non sarebbe applicabile a (1). 

In questo ordine di idee si ha 1 seguente teorema dovuto a Da Pra 
to e Grisvard ([DPG] Th. 3.14). 


Teorema 1. Sia #uno spazio di Hilbert complesso, siano .s/,4@ due 
operatori chiusi in #7, invertibili, con risolventi che commutano e tali che 
) 4 ;. 
esistano 0, % 2 0, con %*%% > n per cui 


r,7 {z2eC:n - o, < arg z<Kt + g,)c 09) 


siero <argz<ntusicala) 


B B 
e inoltre sup (1+ 12) Gz) |<+° sup (1+z|) Wa) 
ze, ze, 


Supponiamo infine che esista 0 € JO,1[ tale che 


(#,9(4)), = (X,29(8*)) 


0,2 Bis? 
Sotto tali ipotesi +% è chiuso e invertibile. 


La dimostrazione si basa sul fatto che l'operatore 


(con y curva opportuna in p(A)Np(-7) è continuo ine è l'inverso di 


d+B. Inoltre si prova che, posto v = (#,2(8));, = (,2(B*)), 2 


fey=> Sf eD(R) e BL è continua day in sé, analogamente B*9* è continua 


da & in sé, perciò #4 si prolunga a un operatore continuo dag/* in sé 

(#si identifica con un sottospazio di&*). Si sa che in questo caso # è di 

interpolazione tra Y e&* e quindi #9 è prolungabile a un operatore conti- 

nuo in #, dunque A(#)c 2(4). Anche4/= 1-89 è prolungabile a un opera- 
tore continuo ine perciò A(Y)CD(Lg. Ma allora 


DA+B) = S(X)c Q(AND(R) 


e quindi L+% = +9, 

Il teorema 1 consente di ottenere l'esistenza di soluzioni in sen- 
so Te, del problema (1) per ogni f in uÉ se A è generatore infinitesimale di 
un semigruppo analitico di tipo esponenziale negativo in uno spazio di Hil- 
bert. (L'operatore che soddisfa la condizione sugli spazi di interpolazione 
è la derivata). 

Nel teorema 1 l'ipotesi 


(4,2 (B)), 33 (#,2(8*), 


a," i. 


può essere sostituita dalla seguente: VS ER B'S e L(x) e s + g5 è un 
semigruppo fortemente continuo. 

Questa ipotesi è più debole della precedente: vedi [Y]. 

La dimostrazione procede in questo modo. Come prima BS è Vimita- 
to da (,2(4))g,2 in sé V9€]0,1[, ma in ambito hilbertiano tale spazio 
coincide con lo spazio di interpolazione complessa [#,9(B)], e questo, 
per le ipotesi su as, coincide cond(#°). Ma allora BSc L(D(B°)) e 
BS = BSR e £0A4). 

Come prima questo implica che «/+4 è chiuso e S = (48). 
Anche questa versione del teorema può essere utilizzata per lo studio del 
problema (1) ottenendo le stesse conclusioni. 


Rafforzando le ipotesi si può estendere il teorema agli spazi di 


Banach t-convessi (o UMD, vedi [VEN]). 
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Teorema 2. ([DV] Th. 2.1). Sia F uno spazio di Banach complesso 
t-COnvesso. 

Siano.f:2 (4% +F ,B:2(B) +# operatori lineari chiusi in F 
con dominio denso. 


Supponiamo che: 


a) RU(0}cp(@Anp(#) e esiste MeRt tale che 


- -1 M 
vteRUL{0} |(dt) |s sa 
-1 M 


b) weol) wueo(4) It), (a) = 0 


c) vse R Ad''eL(F),2'°e L(F) e i gruppi s +A15, s + g'5 
sono fortemente continui. 
Inoltre valgono le stime 


is 0g|S is 0gls 
ILd*] sk eB1SI pai] sk ete!SI cong+azca 
Allora sf +% è chiuso e invertibile. 


Per dimostrare questo teorema consideriamo l'operatore 


con ce ]0,1[. 


La funzione integranda è olomorfa in (4) per O<Re z <1, inol- 
= - + 
tre |dd7 9g” j] < cost el8g &g ){Im 2] 
e quindi l'integrale converge e non dipende da c. 


Sè un inverso sinistro di 4 +9 . Infatti se xe D(AL+RB) allora 


1 o AT Dad Rx 
i, sen(mz) 


& A_B_ \- 
ù Res olentazi ** % 


Viceversa se xe Ds") per qualche a cJ0,1[ allora fx e DR) e (4+R)A= x 


Infatti in tal caso 


VO di sile cpl A aly 


sen(nz) sen(mz) 


è integrabile sulla retta Re z= l-a, perciò. xe 2 (2) e 


S 


l-atio 1-2 2-2 
e Î ARA 4g = Bg +87 
2i Lai sen(n z) 


Perciò. fx eD(B) e BPx = APX + x. 

Da tutto questo segue che.s/+4 è chiudibile e 9 = (L+B) 
Infatti se x € 2 (4+B) x e A4B)x, + y allora 
Xn =PA(d+B)x, +Sy e quindi £y=0. 


-l 


Visto che se 0<a<1 Ltye DA°) si ha SL, eD (AI+R) e 
(MB) LA ty at, ma SA y Ly = 0 quindi anche aly = 0 e allora 
y = 0, perciò. 4+4 è chiudibile. 

Inoltre sia xe2D(L+8), sia x €2(9+92) tale che x + 
(L+B)x_ + (d+#)x. 

Evidentemente Xn =S(AB) Xn +S(3L+B)x e quindi 4 (A4B)x = x 
Viceversa dato xe Fsia x E 20 Xn 795 allora fx € DA +B),Sx + e 
(L+B)Sx, ="% da cui (0+B) Fx, + x e quindi 
LSreD(A+B) e (A+B)Lx = x. 

Per provare che /f +#è chiuso è sufficiente allora dimostrare che 
S(F)C DB(AN02(B), perché allora DIA +RB)cD(A+R). 

A tal fine è fondamentale l'ipotesi che F sia z-convesso che fino- 
ra non è stata utilizzata. 


Sia ee R'. Si ha 


ez 2-1 
S= 1A J & dz 
2i v sen(nz) 
€ 


dove r, è la curva da -ie a +ie composta dalle due semirette {is: |s|>e} e 
dal semicerchio {z: |z|=e Re z = 0}. 


Risulta quindi: 


ris pltis 
Sx =3 fase. 
[Slae sen(ris) 


1 in/2 e'0 MARE ei9.1 
+3 “ax n B° x de = d xtywx. 
-t/2 sen(mee ) 5 di 
Si vede facilmente che vX > 1 gl, per e + 0. 


2 
Inoltre d, xeDB(B) e 
VALIION 


1 
Box=3 si 98 
€ 2 sla sen(mis) 


Se È o fior per e>0 allora, visto che d, x+SXx- 
Sx 2 B l,e9 (3) e quindi Yx e Q(B). 


La convergenza di sie Si prova come segue: 


sk PA A dx 
ss 2 |sjal sen(tis) siasi 
ris iS 
& z J ca + ds + 
esjsjst 75 
1 1 1 
+= nn 4 E 
2 cs|s|s1 Gana tis 


2 


1g LA si ha 


I] primo addendo non dipende da e, il terzo è convergente perché 


1 
sentis mis 


la trasformata di Hilbert troncata, cioè 


€ Ss 


|s|ze 


Pi iS. iS 
e F(S) = x[_j,1}(9)d 2 


cene) 1 fo FS as 


et ha limite finito in 0. I] secondo addendo è # 


(€F)(0) dove LA è 


Tale F è in LP(R,9) Ype]l,+e[e quindi per le proprietà degli spazi z-conves 


si HF converge quasi dappertutto su R. 


Scelto allora t piccolo per cui (H2-F)(t) converge si ha: 


J L'S Fx sagf'itgit L 
tis im 


es|s|s1 


t-1 t+1_,j(t-s) gi(s-t) 
SA a 
-1 1 


|s|ze 


F(t-s) de - 
Ss 


che converge per e+0. 
Abbiamo quindi #(4#)cC 2(4) e in modo analogo si ottiene 
AF)\CD(A. 


Si può provare che le ipotesi fatte su. e & implicano che 


È) 


ol eto el: p>O |elsa,} 


17 
o(B)Cto e'°: O |elsog} 


e quindi la limitazione 94 * 0g < 7 è del tutto naturale perché collegato col 


fatto che sf e -% abbiano spettri disgiunti (vedi [DPG] paragrafo 3). 


Per applicare il teorema 2 al problema (1) è necessario conoscere 
il comportamento delle potenze puramente immaginarie dell'operatore di deri- 
vazione. 


Si ha il seguente teorema: 


Teorema 3. ([DV] Th. 3.1). Sia X uno spazio di Banach complesso 


t-convesso sia TER, pe]l,to[,& = LP(L0,T1,X). Poniamo 
D(B) = {ueWP([0,T],x): u(0) = 03 


B:D (BR) > F,Bu= u'. 


Si ha: 
a) R'U{0}cop(#) e esiste KeR' tale che 
tei LL 
Viso |{n-32) |s a 
b) VEER RB'eL(F), E + BE è un gruppo fortemente continuo e 


i 2 
18'"] s 4 (1 + #5) II 
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La dimostrazione della parte b si basa su una versione del teorema 
dei moltiplicatori di Mihlin per funzioni a valori vettoriali valido in spa- 
zi g-convessi ([MC] Th. 1.1). Si prova infatti che per f e #, 

e e]0,1[, EER, telo,T] è 


. È ì 
(8"5*155)(t) = vai (t-9)9"1815(5)ds = 
(o) 


se F è il prolungamento di f a R che si annulla fuori da [0,T] e 


s<s0 


e ga celtertiove ite. grile-tic/2, i6-6) 
i Ven 
(dove 14 = max{X,0} , X- = max{-X,0}) passando al limite per e>0 si ottiene, 


almeno se fe cCIO,TI, a Ri = (m_ 5)" 


con m_ (2) = Fei a fg!” m, soddisfa le ipotesi del citato teorema 
perché 
2 
m_ € C (R\{0},C) 
e 


ar 


2 2 
sup Sup 1° SUITE K(1+5) e 
0<qg<s2 A 


|el 


Perciò vfe colIO,TI, x) 


; DIE 
ig 2: A 
Bf s cost (1+#€ ) e ff 
le 1, Lo 
Per densità si ha allora b. 
Visto che se X è z-convesso, anche LP è z-convesso per l<p<+o si 


ha quindi 


Teorema 4. ([DV] Th. 3.2). Sia X z-convesso. Sia A un operatore 
chiuso con dominio denso in X. Supponiamo che sia [0,+t°[cp(A) e 
(14)I(A-1)H] sia limitato su [0,t©[. 

Supponiamo inoltre che zÒAi4 sia un gruppo fortemente continuo 


in £(X), con 1a'5|s K eSAl51 con Ose, < 5 È 


Allora Wfe LP([0,T1,X), l<p<+° il problema di Cauchy 


u'(t) = Au(t) + f(t) OstsT 
u(0) = 0 
ammette una e una sola soluzione in senso LP. 
Operatori che soddisfino le condizioni del teorema 4 sono per e- 


sempio le realizzazioni in L° (1<g<+®) di operatori ellittici su domini rego- 


lari con opportune condizioni al bordo (vedi [SE]). 
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